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Wolfgang Betz, lason Papaioannou, Daniel Straub

Ermittlung der Betondruckfestigkeit in

Bestandsbauten

Es wird ein probabilistischer Ansatz vorgestellt, um die Kennwerte und die Wahrscheinlich-
keitsverteilung der Betondruckfestigkeit basierend auf (i) Messdaten und (ii) aus der Planungs-
phase vorhandenen Informationen zu bestimmen. Der resultierende charakteristische Wert der
Betondruckfestigkeit f., kann fiir Nachweise mit dem semiprobabilistischen Teilsicherheits-
konzept verwendet werden, wihrend die Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir Zuverlassigkeits-
analysen und weitergehende Untersuchungen benutzt werden kann. Der Ansatz ist in einem frei

verwendbaren Web-Tool umgesetzt.

Stichworte Betondruckfestigkeit; charakteristischer Wert; Messdaten; Probabilistik; Wahrscheinlichkeit

Assessing the compressive strength of concrete in existing structures

A probabilistic approach is presented to determine the characteristic values and the probability distribu-
tion of the concrete compressive strength based on (i) measurement data and (ii) information available
from the design phase. The resulting characteristic value of the concrete compressive strength, f., can
be used for verifications according to the semi-probabilistic partial safety concept, while the probability
distribution can be used for reliability analysis and further investigations. The approach is implemented in

a freely available web tool.

Keywords concrete compressive strength; characteristic value; measurement data; probability

1 Einfihrung

Bei bestehenden Tragwerken wurden die Materialkennwerte auf Grundlage der zum Planungs-
zeitpunkt giiltigen historischer Regelwerke festgelegt. Fiir eine Uberpriifung der Tragwerkszu-
verldssigkeit im Zuge einer Nachrechnung miissen Materialkennwerte bestimmt werden, welche

mit den heutigen Regelwerken kompatibel sind.
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Fiir Tragwerkselemente aus Beton kann die Festlegung eines charakteristischen Wertes fiir die
Betondruckfestigkeit anspruchsvoll sein, weil sowohl die verwendeten Betongiiteklassen als
auch die zugrundeliegenden Priifbedingungen im Laufe der Zeit angepasst wurden. Eine umfas-
sende Auswertung, wie charakteristische Betondruckfestigkeiten fiir historische Betongiiteklas-
sen ermittelt werden konnen, ist in [1] zu finden. Die Ermittlung der charakteristische Beton-
druckfestigkeit ausgehend von am Tragwerk durchgefiihrten Messungen ist in [2] und [3]
geregelt. Sollen allerdings Informationen zur damalig verbauten Betongiiteklasse mit Messdaten
kombiniert werden, um eine charakteristische Betondruckfestigkeit abzuleiten, so steht gegen-

wirtig keine eindeutige Handlungsempfehlung zur Verfiigung.

Um die Wabhrscheinlichkeitsverteilung der Betondruckfestigkeit bestechender Bauwerke zu
quantifizieren und einen charakteristischen Wert aus Messdaten in Kombination mit bereits vor-
handenen Informationen zur Betondruckfestigkeit zu bestimmen, haben wir eine frei verfiigbare
Web-App entwickelt [4]. Die in dieser Web-App angewendete Methodik wird im Folgenden

erldutert.

Die folgenden Betrachtungen beziehen sich ausschlieBlich auf im Rahmen von Nachuntersu-
chungen am Bauteil ermittelte Messwerte. Grundsitzlich kénnen im vorgestellten probabilisti-
schen Ansatz jedoch auch ggf. vorhandene Daten aus der Erstpriifung sowie aus Konformitéts-
priifungen gemiB DIN EN 12390-3 bzw. ONORM B 4710-1 beriicksichtigt werden. Diese
Informationen werden am besten in einem vorgelagerten Modellierungsschritt direkt in die A-
priori-Verteilung integriert. Dabei ist zu beachten, dass die tatsdchliche Festigkeit des im Bau-
werk eingebauten Betons durch Einfliisse wie Transport, Verarbeitung, Witterung oder Personal
zusitzlich streuen kann. Im Gegensatz dazu weisen unter Laborbedingungen hergestellte Priif-
korper typischerweise systematisch hohere Festigkeitswerte auf — etwa aufgrund optimaler Ver-
dichtung, idealer Lagerbedingungen sowie des Fehlens baustelleniiblicher Temperatureinfliisse

oder Austrocknung.

2 Wahl von Wahrscheinlichkeitsverteilungen fir die Beschreibung der Betondruck-

festigkeit

2.1 Probabilistischer Modellansatz

Der Wert der Betondruckfestigkeit F; ist innerhalb eines Bauteils rdumlichen Schwankungen

unterworfen [5]. Der charakteristische Wert f. der Betondruckfestigkeit ist als 5%-Quantil der
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zugrundeliegenden Verteilungsfunktion Pr, (-) von F; definiert. Im hier vorgestellten Verfahren

wird diese Verteilung aus Messdaten und aus der Planungsphase vorhandenen Informationen

bestimmt.

Das Bayes’sche Verfahren ermdglicht es, Informationen aus verschiedenen Quellen zu kombi-
nieren. Dieses Verfahren ist auch die Grundlage fiir die Bestimmung von charakteristischen
Werten geméfl Anhang D des Eurocode 0 [6] (siehe hierzu auch Abschnitt 2.10 in [7][7]). In
einem Bayes‘schen Ansatz wird das vorhandene Vorwissen (vor Durchfiihrung der Messungen)
als A-priori-Verteilung quantifiziert. Hierzu wird die Unsicherheit iiber die Parameter 0 der

Verteilungsfunktion Pr (- |@) probabilistisch erfasst. Der Zusammenhang zwischen den Mess-

daten D und den Parametern 0 wird mittels der Likelihood-Funktion L(0|D) beschrieben. Die
finale A-posteriori-Verteilung bestimmt sich durch die Kombination der A-priori-Verteilung

und der Likelihood-Funktion [8].

Alterungseffekte (d.h. eine mogliche Zunahme der Betondruckfestigkeit bedingt durch die Al-
terung des Betons) werden im Folgenden lediglich implizit {iber die gewonnenen Messdaten

berticksichtigt.
2.2 \Verteilungstyp der Messdaten

Als Verteilungstyp fiir die Betondruckfestigkeit wird meist eine Normal- oder Log-Normalver-
teilung verwendet [9][10][11]. Der in [2] und [3] verwendete Modellansatz zur Ableitung der
charakteristischen Betondruckfestigkeit aus Messdaten basiert auf einer Normalverteilung. Al-
lerdings kdnnen normal-verteilte Grofen negative Werte annehmen. In der Praxis treten Prob-
lemen mit negativen Festigkeitswerten insbesondere in Kombination mit groen Variationsko-

effizienten auf [11]. Solche finden sich gerade bei Bestandsbauten.

In den Anhingen C und D des Eurocode 0 [6] wird fiir die Beschreibung der Unsicherheiten
von Widerstandsgrofen die Log-Normalverteilung verwendet, welche auf positive Werte be-
schréinkt ist. Auch das im ,JCSS probabilistic model code* [12] verwendete Modell fiir die pro-
babilistische Beschreibung der Betondruckfestigkeit basiert auf log-normalverteilten Messda-
ten. Gerade bei stark streuenden Messdaten konnen charakteristische Werte mit der Log-
Normalverteilung oft realistischer erfasst werden als mit einer Normalverteilung [11], insbeson-
dere weil log-normalverteilte GroBBen keine negativen Werte annehmen konnen. Die mit einer

Normalverteilung  ermittelten  charakteristischen =~ Werte liegen  bei grof3en
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Variationskoeffizienten deutlich auf der sicheren Seite, was zu einem Anstieg der verdeckten

Sicherheit [13][14] fithren kann.

Im Folgenden wird als Verteilung der Messwerte der Betondruckfestigkeit eine Log-Normal-

verteilung angesetzt. Die log-transformierte Festigkeit folgt damit einer Normalverteilung mit

Mittelwert 8; und Prazision 6, (bzw. Standardabweichung 1/ \/9_2 ).

Die Likelihood-Funktion L(0|D) beschreibt die Plausibilitit der Messwerte D aus den Beton-
druckfestigkeitspriifungen als Funktion der Parameter 0 = [6,,0,]. Die Likelihood-Funk-

tion [8] eines Messwertes d; ist die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der Log-Normalvertei-

lung:
V- 6,(Ind; — 91))
L(64,0,|d;) = exp| ———|, ™
( 1 2| I.) dlm p< 2

Die einzelnen Messwerte dy, ..., d,, werden als ndherungsweise unabhingig angesetzt. Die Li-

kelihood-Funktion der Messdaten D = {d;, ..., d,,} ist demzufolge:

1(6,,6:ID) = | | 161, 6,140 @
i=1

Ein erweiterter Ansatz, welcher eine mogliche Abhéngigkeit in den Messdaten beriicksichtigt,

wird in [5] vorgeschlagen.
2.3  Verteilungstyp der A-priori-Verteilung

Fiir die A-priori-Verteilung der Parameter (6;, 8,) wird eine Normal-Gamma-Verteilung, (6,
0;) ~ NG(81,6051v0, Ko, Mo, £2) gewiihlt (Abschnitt 3.1.5 in [12]; in [12] werden die Parameter

Yo Ko Mo» € als m',n',v', s' bezeichnet):

0=
2

p(61,031v0, k0,10, 5) X O

No—1
2

1
- €xXp <_§92(770§§ + Ko (01 — Vo)z)) @)

Fiir die normalverteilten log-transformierten Messdaten ist die Normal-Gamma-Verteilung eine
sogenannte konjugierte A-priori-Verteilung. Dies ermoglicht eine analytische Losung, weil die

die A-posteriori-Verteilung damit ebenfalls einer Normal-Gamma-Verteilung entspricht.

3 Beriicksichtigung von Messdaten

Die Messwerte dj,..,d, sind bezogen auf Bohrkerne mit einem Seitenverhédltnis
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(Hohe/Durchmesser) von 2:1; die Festigkeitswerte andersartiger Priifkdrper sind mit einem Kor-
rekturfaktor umzurechnen [2]. Zunéchst werden aus den log-transformierten Messdaten das

Strichprobenmittel m und die Stichprobenvarianz s? berechnet (siche Appendix A):

1 n
m= EZIOg d; )
i=1
1 n
$2 = EZ(log d; —m)? 5)

=1

Die Parameter der A-posteriori-Verteilung von 8; und 8, kénnen mit den GroBen m und s? wie

folgt ermittelt werden:

KoYo +nm
= oYo (6)
Ko+ 1
Kn =Ky +n, (7
M ="no+n, @

©)

2
&= noni ¢+ 7707‘1" n<52 + KO(:: __l_ 1/10) ) .
Fiir die praktische Anwendung ist weniger die A-posteriori-Verteilung der Modellparameter 6,
und 6, von Interesse, sondern vielmehr die daraus abgeleitete Verteilung der Betondruckfestig-
keit F,. Fiir gegebene Werte von 6; und 8, folgt F; einer Log-Normalverteilung. Wird die Un-
sicherheit in den Parametern mitberiicksichtigt, ergibt sich durch Marginalisierung die pradik-
tive Verteilung von F; [8]. Diese beschreibt die Wahrscheinlichkeitsverteilung zukiinftiger oder
unbeobachteter Festigkeiten unter Beriicksichtigung der aus den Daten abgeleiteten Unsicher-
heit in 6; und 6, . Die pradiktive Verteilung der Betondruckfestigkeit F, ist im vorliegenden

Fall eine log-t Verteilung mit der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion:

1 —
Pty ( nJe y"), (10)

1
ch(fclyn'Tn' Nn) = f T,

c ' Tn

mit P, () als die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion einer Student-¢-Verteilung mit n,, Frei-

heitsgraden. Der Hilfsparameter 7,, ist wie folgt definiert:
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1
T, = 5,5(1 +E>' )

Die Verteilungsfunktion Pg_(-) der Betondruckfestigkeit F, kann mit Hilfe der Verteilungsfunk-

tion P, der Student-t-Verteilung mit 7,, Freiheitsgraden ausgedriickt werden als:
n

(12)

Inf.—v,
PFc(fclyn' Tn, nn) = Ptnn ( i_ n) .
n

Der charakteristische Wert der Betondruckfestigkeit fy ist definiert als Pr_ (fox|Vn, Ty 0) =

5% und kann problemlos numerisch bestimmt werden.

Die der priadiktiven Verteilung der Betondruckfestigkeit F. zugrundeliegende log-# Verteilung
besitzt keine finiten Momente (einschlielich des Erwartungswertes und der Varianz), unabhén-
gig von der Anzahl der Freiheitsgrade 7,,. Fiir die Verteilung von F, kann deshalb kein Mittel-
wert oder Variationskoeffizient berechnet werden. In der praktischen Anwendung fiihrt diese
Eigenschaft allerdings meist nicht zu Problemen — insbesondere konnen die charakteristischen

Werte bestimmt werden und die strukturelle Zuverlédssigkeit berechnet werden.

4  Beriicksichtigung von Informationen zur verbauten Betongiiteklasse

Ergédnzend zu den Messdaten sollten vorhandene statistische Vorinformationen zur Betondruck-
festigkeit berticksichtigt werden. Solch ein Vorgehen wird auch im informativen Anhang D des
Eurocode 0 [6] empfohlen. Hierzu sind die Werte der Verteilungsparameter der A-priori-Ver-
teilung so zu wiéhlen, dass das zur Betondruckfestigkeit vorhandene Vorwissen moglichst gut

quantifiziert wird.
41  Informationsgehalt der A-priori-Verteilung

Der Parameter k représentiert den Informationsgehalt der A-priori-Verteilung fiir den Parame-
ter 6;. Analog hierzu représentiert 1, den Informationsgehalt der A-priori-Verteilung fiir den
Parameter 6,. Die Werte von k, und 1, werden unabhingig von der Betonfestigkeitsklasse ge-
setzt (entsprechend Abschnitt 3.1.5 in [12]). In Ubereinstimmung mit [12] wird k, = 3 gewihlt.
Abweichend von [12], wird 7y = 7 gesetzt (und nicht mit einem Wert von 10 belegt, um die

Vorinformation zur Streuung etwas weniger stark zu gewichten).

Die Werte fiir y, und 2 werden in Abhiingigkeit der Betonfestigkeitsklasse gewihlt.
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Sollen zusétzlich zur bekannten Betonfestigkeitsklasse auch Informationen aus einer Erstprii-
fung bzw. aus Konformitétspriifungen beriicksichtigt werden, so ist die verwendete A-prior-
Verteilung entsprechend anzupassen. Idealerweise geschieht dies durch einen vorgeschalteten
zusétzlichen Bayes’schen Modellierungsschritt, in welchem diese Informationen iiber eine se-

parate Likelihood-Funktion quantifiziert werden.
4.2  Betonfestigkeitsklassen nach Eurocode 2

Fiir Beton, welcher den aktuell giiltigen Betonfestigkeitsklassen entspricht, sind charakteristi-
sche Werte f fiir die Betondruckfestigkeit und Werte f,,, fiir die mittlere Betondruckfestigkeit
in EN 1992-2 [15] definiert. Mégliche Werte fiir die Verteilungsparameter der A-priori-Vertei-
lung der Betondruckfestigkeit in Abhingigkeit der Betonfestigkeitsklasse werden in [12] vor-

geschlagen.

Wir verwenden geringfiigig angepasste Werte fiir die Verteilungsparameter der A-priori-Ver-
teilung, welche die in [15] gegebenen Werte fiir f exakt einhalten. Der Wert fiir f,,,, wird dabei
als Median interpretiert, womit die Streuung in der A-priori-Verteilung tendenziell etwas iiber-
schitzt wird. Somit ist y, = exp(fom). Der Wert £2 wird numerisch so bestimmt, dass das 5%-

Quantil dem Wert von f entspricht.

Die A-priori Werte fiir f,; und f, sind gegebenenfalls gemaf3 [15] mit einem Korrekturfaktor
zu modifizieren, um (i) die Umrechnung von unter Laborbedingungen ermittelten Druckfestig-
keiten auf die im Bauteil wirksame Festigkeit, (ii) den Einfluss langzeitbedingter Festigkeitsre-
duktionen sowie (iii) eine mogliche Festigkeitszunahme infolge des fortschreitenden Erhér-

tungsprozesses bei élteren Bauteilen zu beriicksichtigen.
4.3  Historische Betonfestigkeitsklassen

Die Bestimmung charakteristischer Betondruckfestigkeiten basierend auf historischen Betongii-
teklassen wird in [1] analysiert. Dabei wird in [1] auch die Streuung der Festigkeitswerte von

historischem Beton diskutiert.

Fiir zwischen 1972 und 2001 verwendete Betongiiten und -klassen weicht primér die Geometrie
der verwendeten Priifkdrper von den heutigen Bestimmungen ab. Entsprechend ist der damals
verwendete charakteristische Wert mit einem Faktor von 0,773 zu multiplizieren um ein f
nach heutigem Standard zu erhalten [1]. Um mogliche Transformationsunsicherheit zu erfassen,

modellieren wir ergidnzend zu [1] diesen Umrechnungsfaktor als unsichere GroBe mit
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Erwartungswert 0,773 und einem Variationskoeffizienten von 10%. Die Streuung der Beton-
druckfestigkeiten selbst wird analog zu [1] als dquivalent zu den heutigen Betonfestigkeitsklas-

sen eingestuft.

Zwischen 1916 und 1972 wurden, zur Klassifizierung der Betonfestigkeit, Mittelwerte anstelle
charakteristischer Festigkeitswerte verwendet. Diese mittleren Festigkeiten miissen angepasst
werden, um Unterschiede in der Geometrie der verwendeten Priifkdrper zu beriicksichtigen.
Auch fiir diesen Zeitraum kann der multiplikative Faktor 0,773 verwendet werden [1], welcher
im probabilistischen Modell wiederum als unsichere GroBe mit 10% Variationskoeffizient ab-
gebildet wird. Die Streuung der Betondruckfestigkeiten selbst wird in Abhédngigkeit der Qualitét
der Betonherstellung und Ausfiihrung eingestuft. Angelehnt an [1] wird folgende Einstufung
verwendet: (A) GroBbaustelle, 30 und mehr Betonproben, Zumessung nach Gewicht, Uberwa-
chung durch Betoningenieur; (B) mittlere Baustelle, 3-10 Betonproben, Zumessung nach Volu-
men oder Gewicht, Uberwachung durch Polier; (C) kleine Baustelle, keine Betonproben, Zu-
messung nach Volumen, Uberwachung durch Polier. Fiir mittlere Betondruckfestigkeiten
kleiner als 20 N/mm? wird der Variationskoeffizient festgelegt: fiir (A) 20%, (B) 28% und (C)
35%. Fiir hohere Werte der mittleren Betondruckfestigkeit wird die Standardabweichung fest-

gelegt: fiir (A) 4,0 N/mm?, (B) 5,5 N/mm? und (C) 7,5 N/mm?.
4.4 Keine Vorinformation vorhanden

Sind keine statistischen Vorinformationen verfligbar, so kann eine nichtinformative A-priori-
Verteilung gewéhlt werden. Fiir die in Glg. (3) verwendete Parametrisierung ergibt sich eine

solche fiir k, = 0 und 17, = 0, unabhiingig von den Werten von y, und &Z.

Mit diesen Parameterwerten entspricht das obig dokumentierte Verfahren zur Ableitung charak-
teristischer Werte dem in Abschnitt D.7 von [6] dokumentierten Ansatz (bei Anwendung einer

lognormalen Verteilung).

5  Anwendungsbeispiel

5.1 Beispiel 1: Messwerte mit groRer Streuung

Fiir ein in den 80ern errichtetes Gebaude in der Schweiz wurde die Zuverldssigkeit einer Decke
gegen Durchstanzen untersucht. In der betrachteten Decke wurde planméBig C35/45 verbaut.
Bohrkernentnahmen ergaben folgende, auf den Referenzzylinder bezogene, Festigkeitswerte:

[41,3; 34,0; 27,2; 41,6; 44,9; 37,2; 41,9; 43,0, 48,0; 37,5] in N/mm?>.
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---A-priori

m— A-posteriori

----- nur Messdaten, keine Vorinformation
- Messwerte

Wahrscheinlichkeitsdichte

20 30 40 50 60 70
Betondruckfestigkeit f, [N/mm?]

Bild1 Wahrscheinlichkeitsverteilungen fiir das Anwendungsbeispiel 1.

Probability distributions of the first application example.

Die sich fiir dieses Beispiel ergebenden Verteilungen sind in Bild 1 dargestellt. Fiir die Beton-
druckfestigkeitsklasse C35/45 werden folgende Verteilungskennwerte fiir die A-priori-Vertei-

lung erhalten: y, = 3,76; ko, = 3; 1o = 7 und &, = 0,09.

Das Stichprobenmittel der zehn Messdaten betriigt 39,7 N/mm?. Die Stichprobenstandardab-
weichung ist 5,6 N/mm?. Fiir die log-transformierten Werte der Messdaten wird ein Strichpro-

benmittel von m = 3,67 und eine Stichprobenvarianz von 5% = 0,024 erhalten.

Entsprechend ergeben sich folgende Verteilungskennwerte fiir die A-posteriori-Verteilung ge-
mafB Glg. (6)-(9): v, = 3,69; k, = 13; n,, = 17 und &, = 0,14. Aus der A-posteriori-Vertei-
lung wird eine charakteristische Betondruckfestigkeit von f,;, = 31,3 N/mm? abgeleitet. Der
Wert der charakteristischen Betondruckfestigkeit unter Beriicksichtigung der Messdaten und der
vorhandenen statistischen Vorinformationen liegt somit unter dem Wert von 35 N/mm?, wel-
cher ohne Einbezug der Messdaten fiir einen Beton C34/45 angesetzt werden wiirde. Ursdchlich
fiir die Abminderung der charakteristischen Festigkeit ist in erster Linie die grole Streuung der

Messdaten.

Bleibt die vorhandene Vorinformation iiber die Betondruckfestigkeitsklasse unberiicksichtigt,

betriigt die charakteristische Betondruckfestigkeit 29,3 N/mm?.
5.2  Beispiel 2: Messwerte mit geringer Streuung

Fiir eine andere Decke im selben Gebaude, ebenfalls mit C35/45 ausgefiihrt, wurden folgende,
auf den Referenzzylinder bezogene, Festigkeitswerte gemessen: [43,5; 47,4; 53,2; 50,0; 51,4;

45,3; 46,2; 44,2; 43,3; 46,8] in N/mm?. In diesem Fall wird A-posteriori eine charakteristische
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Betondruckfestigkeit von f., = 39,4 N/mm? ermittelt, welche den A-priori Wert der Beton-
druckfestigkeit von 35 N/mm? i{ibersteigt. Ohne Beriicksichtigung der Vorinformation ergibt
sich eine charakteristische Betondruckfestigkeit von 41,4 N/mm?. Die zugehdrigen Wahr-

scheinlichkeitsverteilungen sind in Bild 2 zu sehen.

--- A-priori

m— A-posteriori
----- nur Messdaten, keine Vorinformation
- Messwerte

Wahrscheinlichkeitsdichte

50
Betondruckfestigkeit f. [N/mm?]

Bild2 Wahrscheinlichkeitsverteilungen fiir das Anwendungsbeispiel 2.

Probability distributions of the second application example.

6 Zusammenfassung

Mit dem vorgestellten probabilistischen Ansatz, welcher auch in einer Web-App umgesetzt
wurde [4], kann die Betondruckfestigkeit probabilistisch quantifiziert werden, unter Beriicksich-
tigung aller vorhandenen Informationen. Um vorhandenes Vorwissen (z.B. Informationen aus
der Planungs- und Ausfiihrungsphase) mit Messungen zu kombinieren, wird ein Bayes‘scher

Ansatz verwendet.

Der Wert f der charakteristischen Betondruckfestigkeit ist als 5%-Quantil der Verteilung der
Betondruckfestigkeit definiert und kann direkt aus dem vorgeschlagenen probabilistischen Mo-
dell ermittelt werden. Aufbauend darauf kann eine Bemessung nach dem semiprobabilistischen

Teilsicherheitskonzept erfolgen.

Appendix A: Herleitungen

Die gesamte Bayes’sche Modellierung erfolgt fiir log-transformierte Messwerte y; = log d;. Fiir
diese log-transformierten =~ Messwerte ergibt sich folgende Likelihood-Funktion

L*(04,05|y4, ..., ¥n) (unter den im Haupttext genannten Randbedingungen, vergleiche auch [7]):
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n
L0100y ) = [ [Ymzexn (-2 00— 0?). (13)
i=1 ZT[ 2

Durch Umstellen erhilt man:

n 6, X
L (61, 621y1, -, yn) o (/) exp (—72 D oi- 91)2>. (14)
i=1

n 0
L*(01,65]y1, .., Yn)  B,2exp <_72 n-(s*+(m— 91)2)) ) (15)

mit m und s? entsprechend Glg. (4) und (5).

Die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der A-posteriori-Verteilung
p(04,031v0, K0, Mo, €2, 1, m, 52) ist proportional zum Produkt aus der Prior und der Likelihood-

Funktion:

p (61, 021v0, Ko, Mo» ch' n,m,s?)

Mo-1 1
x 0, " €xp <_§92(Uof§ + Ko (01 — Vo)2)> (16)
z i 2 2
- 0,2exp —?-n-(s + (m—6,)%)
Mit etwas Umstellen erhélt man:
p (61, 6;1v0, K0, Mos S(g’ n,m,s?)
110+n—1
x6, ? (17)

- ex —19( 5+ Ko(6; —¥o)? +ns?+ —6,)?
p 2 2(M0&5 + 10(81 — v0) ns n(m 1))

Der folgende Ausdruck kann weiter umgestellt werden:
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N0é6 + Ko (01 — v0)* + ns? + n(m — 6,)*
=12 + K07 — 2K01Y, + KoYE + ns? + nm? — 2nm0; + nb?

=182 + (kg + N)OZ — 26, (kYo + nM) + KoyE + ns? + nm?

KoVo + M [KoYo + M\ 2
= 1085 + (o + ) |67 — 20, Loy (B0 )]

Ko+ 1 Ko+ 1

(kgyo + nm)? N k2yE + nigyé + kons? + konm? + n?s? + n?m?

Ko +n Ko +mn

= Kn(el - yn)z

N NKoYa + KoNoél + nNés + kgns? + kgnm? + n?s? — 2k,y,nm
Ko + 1

nio(m — y,)?
Ko+ 1

No n Ko(m — Yo)z
=K, (61 —¥n)* + 5+ 24
n (01 = )™ + 1 (no + nfg No+n (s Ko + 1

= Kn(0; — Vn)z + nnfrzl

= Kn(el - yn)z + Uofg + ns® +

Somit kann die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der Posterior-Verteilung ausgedriickt wer-

den als:

Nn—1

In=2 1
(61, 0,10, 0,10, &5, 10, M, $%) o o, > -exp <_§92(77n€1% + 1, (01 — Vn)z)) )

was einer Normal-Gamma-Verteilung entspricht.
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